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𝑛ナッチ数列の隣接 2 項間の比の極限 

The limit of the ratio between the two adjacent terms 

of 𝑛-bonacci sequence 

岡山県立岡山一宮高等学校 清友 宏紀 瀧 翔太 

 

概要 

フィボナッチ数列の隣接 2 項間，第𝑘項と第𝑘 + 1項の比は，𝑘 → ∞のとき，
1+√5

2
に収束

することが知られている。このフィボナッチ数列を一般化した，初項 1，前𝑛項の和で表さ

れる𝑛ナッチ数列の隣接 2項間の比は，𝑛 = 2,3,4のときについて既に知られている。そこ

で私たちは𝑛 ≥ 5のときについて調べ，方程式𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1 −⋯− 𝑥 − 1 = 0の解のうち，最も

絶対値が大きい解に収束することがわかった。また，その収束値を𝑛を変数とした数列と

考え，その𝑛 → ∞の極限も調べた。 

 

はじめに 

フィボナッチ数列には多くの未解決問題

がある。その中で，フィボナッチ数列や前

3,4 項の和で表される数列では解決されて

いるが，前 5項以上の和で表される数列に

ついては解決していない，隣接 2項間の比

の極限について，前𝑛項の和に一般化した𝑛

ナッチ数列で解決しようと考えた。 

 

定義 

 フィボナッチ数列を一般化した𝑛ナッチ

数列を次のように定義する。初期値を 1，

それ以前の項の値を 0 とした。 

(定義 1)自然数𝑛, 𝑘に対して， 

𝐹𝑘
(𝑛)

=

{
 
 

 
 
  0      (𝑘 ≤ 0)
  1      (𝑘 = 1)

 ∑𝐹𝑘−𝑖
(𝑛)

𝑛

𝑖=1

 (𝑘 ≥ 2)
 

 

証明 

本論文では以下の 2 つの定理を証明す

る。また，その過程で必要になる補題や命

題，その証明の一部を示す。 

(定理 1) lim
𝑘→∞

𝐹𝑘+1
(𝑛)

𝐹𝑘
(𝑛) = 𝑒1 

(定理 2) lim
𝑛→∞

( lim
𝑘→∞

𝐹𝑘+1
(𝑛)

𝐹𝑘
(𝑛)) = 2 

 

(補題 1-1) 

任意の自然数𝑛と任意の正の実数

𝑎0, 𝑎1,⋯ , 𝑎𝑛−1, 𝑎𝑛について，𝑥についての𝑛

次方程式𝑎𝑛𝑥
𝑛 − 𝑎𝑛−1𝑥

𝑛−1 − 𝑎𝑛−2𝑥
𝑛−2 −

⋯− 𝑎2𝑥
2 − 𝑎1𝑥 − 𝑎0 = 0は，正の実数解を

ただ 1 つもつ。 

(証明) 

数学的帰納法で証明する。 

[1] 𝑛 = 1のとき， 
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𝑥についての 1次方程式𝑎1𝑥 − 𝑎0 = 0はただ

1 つの正の実数解𝑥＝
𝑎0

𝑎1

をもつ。 

[2] 𝑛 = 𝑚 − 1で成り立つと仮定すると， 

関数𝑓(𝑥) = 𝑎𝑚𝑥
𝑚 − 𝑎𝑚−1𝑥

𝑚−1 −

𝑎𝑚−2𝑥
𝑚−2 −⋯− 𝑎2𝑥

2 − 𝑎1𝑥 − 𝑎0とおく。 

𝑓 ′(𝑥) = 𝑚𝑎𝑚𝑥
𝑚−1 − (𝑚 − 1)𝑎𝑚−1𝑥

𝑚−2 

−(𝑚− 2)𝑎𝑚−2𝑥
𝑚−3 −⋯− 2𝑎2𝑥 − 𝑎1 = 0 

とすると，この方程式は帰納法の仮定よ

り，ただ 1 つの正の実数解をもつ。この解

を𝑥0とおく。 

𝑓′(0) = −𝑎1 < 0，また，十分大きな正の実

数を𝑥1とすると，𝑓′(𝑥1) > 0であるから，

関数𝑓(𝑥)は𝑥 = 𝑥0で極小値をとる。また，

極小となる𝑥(> 0)の値は 1 つしかなく，

𝑓(0) = −𝑎0 < 0であるから， 

方程式𝑎𝑚𝑥
𝑚 − 𝑎𝑚−1𝑥

𝑚−1 − 𝑎𝑚−2𝑥
𝑚−2 −

⋯− 𝑎2𝑥
2 − 𝑎1𝑥 − 𝑎0 = 0は正の実数解をた

だ 1つもつ。すなわち，𝑛 = 𝑚で成り立

つ。 

[1]と[2]より， 

𝑥についての𝑛次方程式𝑎𝑛𝑥
𝑛 − 𝑎𝑛−1𝑥

𝑛−1 −

𝑎𝑛−2𝑥
𝑛−2 −⋯− 𝑎2𝑥

2 − 𝑎1𝑥 − 𝑎0 = 0は，正

の実数解をただ 1つもつ。🈡 

 

(補題 1-2) 

𝑥についての𝑛次方程式𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1 −

𝑥𝑛−2 −⋯− 𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0は，正の実数解

をただ 1つもつ。その解を𝑥 = 𝑡とおく

と，1 ≤ 𝑡 < 2である。 

(証明) 

𝑥についての𝑛次方程式𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛−2 −

⋯− 𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0が，正の実数解をただ 1

つもつことは，(補題 1-1)より直ちに導か

れる。 

また，関数𝑓(𝑥) = 𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛−2 −⋯−

𝑥2 − 𝑥 − 1とおくと， 

[1] 𝑛 = 1のとき， 

方程式𝑓(𝑥) = 𝑥 − 1 = 0について，解はた

だ 1つであり，その解は，𝑥 = 1で正の実

数である。 

 

[2] 𝑛 ≥ 2のとき， 

𝑓(1) < 0, 𝑓(2) = 2𝑛 − ∑ 2𝑖
𝑛−1

𝑖=0
= 1 > 0であ

り，𝑓(𝑥)は連続関数であるから， 

中間値の定理より， 

方程式𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛−2 −⋯− 𝑥2 − 𝑥 −

1 = 0は，1 < 𝑥 < 2の範囲に実数解をも

つ。 

この方程式は正の実数解をただ 1つもつか

ら，1 < 𝑡 < 2である。 

[1]と[2]より， 

𝑥についての𝑛次方程式𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛−2 −

⋯− 𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0は，正の実数解をただ 1

つもつ。その解を𝑥 = 𝑡とおくと，1 ≤ 𝑡 <

2である。🈡 

 

(補題 1-3) 

方程式𝑎𝑛𝑥
𝑛 − 𝑎𝑛−1𝑥

𝑛−1 − 𝑎𝑛−2𝑥
𝑛−2 −

⋯− 𝑎2𝑥
2 − 𝑎1𝑥 − 𝑎0 = 0の唯一の正の実数

解を𝛼，任意の他の解を𝛽とおくと，𝛼 ≥

|𝛽|が成り立つ。 

(証明) 

𝛼 < |𝛽|を満たす解𝛽が存在しないことを示

す。 

関数𝑓(𝑥) = 𝑎𝑛𝑥
𝑛 − 𝑎𝑛−1𝑥

𝑛−1 − 𝑎𝑛−2𝑥
𝑛−2 −

⋯− 𝑎2𝑥
2 − 𝑎1𝑥 − 𝑎0とおく。 

𝛼 < |𝛽|を満たす複素数𝛽に対して， 

|𝑓(𝛽)| = |𝑎𝑛𝛽
𝑛 − 𝑎𝑛−1𝛽

𝑛−1 − 𝑎𝑛−2𝛽
𝑛−2 −⋯

− 𝑎2𝛽
2 − 𝑎1𝛽 − 𝑎0| 
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≥ |𝑎𝑛𝛽
𝑛| − |𝑎𝑛−1𝛽

𝑛−1| − |𝑎𝑛−2𝛽
𝑛−2| − ⋯

− |𝑎2𝛽
2| − |𝑎1𝛽| − |𝑎0| 

= 𝑎𝑛|𝛽|
𝑛 − 𝑎𝑛−1|𝛽|

𝑛−1 − 𝑎𝑛−2|𝛽|
𝑛−2 −⋯

− 𝑎2|𝛽|
2 − 𝑎1|𝛽| − 𝑎0 

= 𝑓(|𝛽|) 

すなわち，|𝑓(𝛽)| ≥ 𝑓(|𝛽|) 

また，(補題 1-1)より𝛼 < |𝛽|を満たす|𝛽|に

ついて，𝑓(|𝛽|) > 0であるから，|𝑓(𝛽)| >

0，ゆえに，𝑓(𝛽) ≠ 0である。 

したがって， 

方程式𝑎𝑛𝑥
𝑛 − 𝑎𝑛−1𝑥

𝑛−1 − 𝑎𝑛−2𝑥
𝑛−2 −⋯−

𝑎2𝑥
2 − 𝑎1𝑥 − 𝑎0 = 0について，𝛼 < |𝛽|を満

たす解𝛽は存在しない。🈡 

 

(補題 1-4) 

0 < 𝑎0 < 𝑎1 < ⋯ < 𝑎𝑛を満たす実数に対

して，方程式𝑎𝑛𝑥
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥

𝑛−1 +⋯+ 𝑎1 +

𝑎0 = 0の任意の解𝛼は，|𝛼| ≤ 1を満たす。 

(証明) 

関数𝑓(𝑥) = (𝑥 − 1)(𝑎𝑛𝑥
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥

𝑛−1 +⋯+

𝑎1 + 𝑎0)とおく。 

𝑓(𝑥) = 𝑎𝑛𝑥
𝑛+1 − (𝑎𝑛 − 𝑎𝑛−1)𝑥

𝑛 − (𝑎𝑛−1 

−𝑎𝑛−2)𝑥
𝑛−1 −⋯− (𝑎1 − 𝑎0)𝑥 − 𝑎0 

と，変形され，この係数𝑎𝑛, (𝑎𝑛 − 𝑎𝑛−1), 

(𝑎𝑛−1 − 𝑎𝑛−2) ,⋯ , (𝑎2 − 𝑎1) , 𝑎0はすべて正

であるから(補題 1-1)より，方程式𝑓(𝑥) =

0はただ 1つ正の実数解をもつ。また，そ

の解は𝑥 = 1である。 

したがって，(補題 1-3)より，|𝛼| ≤ 1が成

り立つ。🈡 

 

(補題 1-5) 

自然数𝑛に対して，1 ≤ 𝑥 < 2の範囲で，

1 > 𝑥 − 1 > 𝑥2 − 𝑥 − 1 > 𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥 − 1 >

⋯ > 𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1 −⋯− 𝑥2 − 𝑥 − 1が成り立

つ。 

 

(命題 1) 

 𝑛 ≥ 2のとき，方程式𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛−2 −

⋯− 𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0の唯一の正の実数解𝑥 =

𝑡について，その他の解の絶対値は|𝑡|より

小さい。 

(証明) 

整式𝑃(𝑥) = 𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛−2 −⋯− 𝑥2 −

𝑥 − 1とおく。方程式𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛−2 −

⋯− 𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0の解について，(補題 1-

2)及び𝑥 = 1は解ではないことより，この

方程式は，1 < 𝑥 < 2の範囲に唯一の正の

実数解をもつ。 

よって，因数定理より， 

𝑃(𝑥) = (𝑥 − 𝑡)𝑄(𝑥) 

と因数分解できる。 

𝑄(𝑥) = 𝑥𝑛−1 + (𝑡 − 1)𝑥𝑛−2 

+(𝑡(𝑡 − 1) − 1)𝑥𝑛−3 +⋯ 

+(𝑡(𝑡(𝑡(⋯) − 1) − 1) − 1) 

= 𝑥𝑛−1 + (𝑡 − 1)𝑥𝑛−2 

+(𝑡2 − 𝑡 − 1)𝑥𝑛−3 +⋯+ (𝑡𝑛−1 

−𝑡𝑛−2 − 𝑡𝑛−3 −⋯− 𝑡2 − 𝑡 − 1) 

1 < 𝑡 < 2であるから，(補題 1-5)及び

𝑃(𝑡) = 0より， 

1 > 𝑡 − 1 > 𝑡2 − 𝑡 − 1 > 

⋯ > 𝑡𝑛−1 − 𝑡𝑛−2 −⋯− 𝑡 − 1 

> 𝑡𝑛 − 𝑡𝑛−1 −⋯− 𝑡 − 1 = 0 

である。ゆえに，方程式𝑄(𝑥) = 0の係数が

(補題 1-4)の条件を満たすから，(補題 1-4)

より，方程式𝑄(𝑥) = 0の任意の解𝑧につい

て，|𝑧| ≤ 1である。したがって，方程式

𝑃(𝑥) = 0の唯一の正の実数解𝑡について，

他の解の絶対値は|𝑡|より小さい。🈡 
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(補題 2-1) 

方程式𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1 −⋯− 𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0は

正の実数の重解をもたない。 

 

(補題 2-2) 

方程式𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1 −⋯− 𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0は

重解をもたない。 

(証明) 

背理法で証明する。 

重解をもつと仮定して，その解を𝑒とお

く。 

整式𝑃(𝑥) = 𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1 −⋯− 𝑥2 − 𝑥 − 1と

おく。 

𝑃(𝑥) = (𝑥 − 𝑒)𝑄(𝑥)とすると， 

𝑃(𝑥) = 0が重解𝑒をもつ⇔ 𝑃(𝑥)が(𝑥 − 𝑒)2

で割り切れる⇔ 𝑄(𝑒) = 0 

である。また， 

𝑃′(𝑥) = (𝑥 − 𝑒) ⋅
𝑑𝑄

𝑑𝑥
(𝑥) + 𝑄(𝑥) 

より， 

𝑄(𝑒) = 𝑃′(𝑒) = 𝑛𝑒𝑛−1 − (𝑛 − 1)𝑒𝑛−2 − (𝑛

− 2)𝑒𝑛−3 −⋯− 3𝑒2 − 2𝑒

− 1 

である。 

𝑃(𝑒) = 𝑒𝑛 − 𝑒𝑛−1 − 𝑒𝑛−2 −⋯− 𝑒2 − 𝑒 −

1 = 0より， 

𝑃(𝑒) − 𝑄(𝑒) = 𝑒𝑛 − (𝑛 + 1)𝑒𝑛−1 + (𝑛

− 2)𝑒𝑛−2 + (𝑛 − 3)𝑒𝑛−3 +⋯

+ 2𝑒2 + 𝑒 = 0 

𝑒 ≠ 0より， 

𝑒𝑛−1 − (𝑛 + 1)𝑒𝑛−2 + (𝑛 − 2)𝑒𝑛−3 + (𝑛

− 3)𝑒𝑛−4 +⋯+ 2𝑒1 + 1 = 0 

ここで， 

𝑆 = 𝑒𝑛−1 − (𝑛 + 1)𝑒𝑛−2 + (𝑛 − 2)𝑒𝑛−3 + (𝑛

− 3)𝑒𝑛−4 +⋯+ 2𝑒1 + 1 

とおく。 

𝑄(𝑒) + 𝑆 = (𝑛 + 1)𝑒𝑛−1 − 2𝑛𝑒𝑛−2 = 0 

すなわち， 

𝑒 =
2𝑛

𝑛 + 1
 

ここで，𝑛は自然数より，𝑒は正の実数であ

る。 

しかし，(補題 2-1)より，方程式𝑃(𝑥) = 0

は正の実数の重解をもたない。 

したがって，仮定は誤りで， 

方程式𝑃(𝑥) = 0は重解をもたない。🈡 

 

(補題 2-3) 

1 − 𝑥 − 𝑥2 −⋯− 𝑥𝑛 = (1 − 𝑒1𝑥)(1 −

𝑒2𝑥)⋯(1 − 𝑒𝑛𝑥)が成り立つ。ただし，𝑒𝑎は

𝑥についての𝑛次方程式𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛−2 −

⋯− 𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0の解である。 

 

(命題 2) 

数列{𝐹𝑘
(𝑛)
}の一般項は， 

𝐹𝑘
(𝑛)

= 𝐴1𝑒1
𝑘 + 𝐴2𝑒2

𝑘 + 𝐴3𝑒3
𝑘 +⋯+ 𝐴𝑛𝑒𝑛

𝑘 

と，表される。 

ただし，𝐴𝑎は，初期値によって決まる定数

で，𝑒𝑎は𝑥についての𝑛次方程式 

𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛−2 −⋯− 𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 

の解である。 

(証明) 

簡略化のために，𝐹𝑘
(𝑛)
を，𝐹𝑘と表記する。 

関数𝐹(𝑥) = ∑ 𝐹𝑖𝑥
𝑖−1∞

𝑖=1
 (0 < 𝑥 <

1

4
)とお

く。 

𝐹(𝑥) <∑|𝐹𝑖| (
1

4
)

𝑖−1∞

𝑖=1

 

ここで， 

𝐹𝑘+1 − 𝐹𝑘 
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= (𝐹𝑘 + 𝐹𝑘−1 +⋯+𝐹𝑘−𝑛+1) 

−(𝐹𝑘−1 + 𝐹𝑘−2 +⋯+ 𝐹𝑘−𝑛) 

= 𝐹𝑘 − 𝐹𝑘−𝑛 

であるから，𝐹𝑘+1 ≤ 2𝐹𝑘より，𝐹𝑘 ≤ 2𝑘−1𝐹1

である。ゆえに， 

𝐹(𝑥) <∑|𝐹𝑖| (
1

4
)

𝑖−1∞

𝑖=1

≤∑|𝐹1| (
1

2
)

𝑖−1∞

𝑖=1

 

である。よって，これは絶対収束する。 

𝑥𝐹(𝑥) =∑𝐹𝑖𝑥
𝑖

∞

𝑖=1

 

𝑥2𝐹(𝑥) =∑𝐹𝑖𝑥
𝑖+1

∞

𝑖=1

 

 ⋮ 

𝑥𝑛𝐹(𝑥) =∑𝐹𝑖𝑥
𝑖+𝑛−1

∞

𝑖=1

 

上記式は全て絶対収束するから，各式の両

辺の和をとると， 

(𝑥 + 𝑥2 +⋯+ 𝑥𝑛)𝐹(𝑥) 

=∑(𝐹𝑖−𝑛+1 + 𝐹𝑖−𝑛+2 +⋯+𝐹𝑛)

∞

𝑖=1

𝑥𝑖 

(𝑥 + 𝑥2 +⋯+ 𝑥𝑛)𝐹(𝑥) =∑𝐹𝑖+1

∞

𝑖=1

𝑥𝑖 

ゆえに， 

𝐹(𝑥) = (𝑥 + 𝑥2 +⋯+ 𝑥𝑛)𝐹(𝑥) + 𝐹1 

0 < 𝑥 <
1

4
より，1 − 𝑥 − 𝑥2 −⋯− 𝑥𝑛 ≠ 0で

あるから， 

𝐹(𝑥) =
𝐹1

1 − 𝑥 − 𝑥2 −⋯− 𝑥𝑛
 

また，(補題 1-2)及び(命題 1)より，|𝑒𝑎| <

2であり， 

1 − 𝑒𝑎𝑥 ≠ 0 

であるから，(補題 2-3)より， 

𝐹(𝑥) =
𝐹1

(1 − 𝑒1𝑥)(1 − 𝑒2𝑥)⋯(1 − 𝑒𝑛𝑥)
 

(補題 2-2)より，方程式𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛−2 −

⋯− 𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0は重解を持たないか

ら，次のように部分分数分解できる。 

𝐹(𝑥) =
𝐴1

1 − 𝑒1𝑥
+

𝐴2
1 − 𝑒2𝑥

+⋯+
𝐴𝑛

1 − 𝑒𝑛𝑥
 

|𝑒𝑎𝑥| < 1であるから，
1

1−𝑒𝑎𝑥
= ∑ (𝑒𝑎𝑥)

𝑖∞
𝑖=0 よ

り， 

𝐹(𝑥) = 𝐴1∑(𝑒1𝑥)
𝑖

∞

𝑖=0

+ 𝐴2∑(𝑒2𝑥)
𝑖

∞

𝑖=0

+⋯

+ 𝐴𝑛∑(𝑒𝑛𝑥)
𝑖

∞

𝑖=0

 

∑ (𝑒𝑎𝑥)
𝑖∞

𝑖=0 は全て絶対収束するから， 

𝐹(𝑥) =∑(𝐴1𝑒1
𝑖 + 𝐴2𝑒2

𝑖 +⋯+ 𝐴𝑛𝑒𝑛
𝑖)

∞

𝑖=0

𝑥𝑖 

よって，0 < 𝑥 <
1

4
において， 

∑𝐹𝑖𝑥
𝑖−1

∞

𝑖=1

=∑(𝐴1𝑒1
𝑖 + 𝐴2𝑒2

𝑖 +⋯

∞

𝑖=0

+ 𝐴𝑛𝑒𝑛
𝑖) 𝑥𝑖 

一致の定理より，関数𝐹(𝑥)が定義される𝑥

の範囲で， 

∑𝐹𝑖𝑥
𝑖−1

∞

𝑖=1

=∑(𝐴1𝑒1
𝑖 + 𝐴2𝑒2

𝑖 +⋯

∞

𝑖=0

+ 𝐴𝑛𝑒𝑛
𝑖) 𝑥𝑖 

係数比較より， 

𝐹𝑘+1 = 𝐴1𝑒1
𝑘 + 𝐴2𝑒2

𝑘 + 𝐴3𝑒3
𝑘⋯+ 𝐴𝑛𝑒𝑛

𝑘 

が導かれる。 

𝐴𝑎/𝑒𝑎を新しく𝐴𝑎と置き換えると， 

𝐹𝑘+1 = 𝐴1𝑒1
𝑘+1 + 𝐴2𝑒2

𝑘+1 + 𝐴3𝑒3
𝑘+1⋯

+ 𝐴𝑛𝑒𝑛
𝑘+1 

すなわち， 

𝐹𝑘 = 𝐴1𝑒1
𝑘 + 𝐴2𝑒2

𝑘 + 𝐴3𝑒3
𝑘⋯+ 𝐴𝑛𝑒𝑛

𝑘 

である。🈡 
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(定理 1) 

lim
𝑘→∞

𝐹𝑘+1
(𝑛)

𝐹𝑘
(𝑛) = 𝑒1が成り立つ。 

(証明) 

[1] 𝑛 = 1のとき， 

lim
𝑘→∞

𝐹𝑘+1
(𝑛)

𝐹𝑘
(𝑛) = 1であり，成り立つ。 

[2] 𝑛 ≥ 2のとき， 

(命題 2)より数列{𝐹𝑘
(𝑛)
}の一般項は次のよ

うになる。 

𝐹𝑘
(𝑛) = 𝐴1𝑒1

𝑘 + 𝐴2𝑒2
𝑘 + 𝐴3𝑒3

𝑘 +⋯+ 𝐴𝑛𝑒𝑛
𝑘 

この𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, ⋯ , 𝑒𝑛−1, 𝑒𝑛のうち，その絶対

値が最大のものを𝑒1とすると， 

𝐹𝑘+1
(𝑛)

𝐹𝑘
(𝑛)

=
𝐴1𝑒1

𝑘+1 + 𝐴2𝑒2
𝑘+1 +⋯+ 𝐴𝑛−1𝑒𝑛−1

𝑘+1 + 𝐴𝑛𝑒𝑛
𝑘+1

𝐴1𝑒1
𝑘 + 𝐴2𝑒2

𝑘 +⋯+ 𝐴𝑛−1𝑒𝑛−1
𝑘 + 𝐴𝑛𝑒𝑛

𝑘
 

=
𝐴1𝑒1 + 𝐴2𝑒2 (

𝑒2
𝑒1
)
𝑘

+⋯+ 𝐴𝑛−1𝑒𝑛−1 (
𝑒𝑛−1
𝑒1

)
𝑘

+ 𝐴𝑛𝑒𝑛 (
𝑒𝑛
𝑒1
)
𝑘

𝐴1 + 𝐴2 (
𝑒2
𝑒1
)
𝑘

+⋯+ 𝐴𝑛−1 (
𝑒𝑛−1
𝑒1

)
𝑘

+ 𝐴𝑛 (
𝑒𝑛
𝑒1
)
𝑘  

ここで，(命題 1)より𝑒1の絶対値が他の解

の絶対値より大きいから 

|
𝑒𝑎

𝑒1
| < 1 (𝑎 = 2,3,4,⋯ , 𝑛)より， 

lim
𝑘→∞

(
𝑒𝑎

𝑒1
)
𝑘
= 0 (𝑎 = 2,3,4,⋯ , 𝑛)である。 

よって， lim
𝑘→∞

𝐹𝑘+1
(𝑛)

𝐹𝑘
(𝑛) =

𝐴1𝑒1

𝐴1
= 𝑒1である。 

[1]と[2]より， lim
𝑘→∞

𝐹𝑘+1
(𝑛)

𝐹𝑘
(𝑛) = 𝑒1が成り立つ。🈡 

 

(定理 2) 

 lim
𝑛→∞

( lim
𝑘→∞

𝐹𝑘+1
(𝑛)

𝐹𝑘
(𝑛)) = 2が成り立つ。 

(証明) 

関数𝑓𝑛(𝑥) = 𝑥
𝑛 − ∑ 𝑥𝑘𝑛−1

𝑘=0 とおく。 

方程式𝑓𝑛(𝑥) = 0は(補題 1-1)より，正の実

数解をただ 1つもち，この解を𝑒1
(𝑛)
とお

く。 

(定理 1)より lim
𝑘→∞

𝐹𝑘+1
(𝑛)

𝐹𝑘
(𝑛) = 𝑒1

(𝑛)
であるから， 

lim
𝑛→∞

( lim
𝑘→∞

𝐹𝑘+1
(𝑛)

𝐹𝑘
(𝑛)) = 2 ⇔ lim

𝑛→∞
(𝑒1

(𝑛)
− 2) = 0

である。 

ゆえに𝑛についての数列{𝑒1
(𝑛)
}について, 

∀ε > 0 ∃𝑁 ∈ ℕ 𝑠. 𝑡.  

∀𝑛 ∈ ℕ(𝑛 ≥ 𝑁 ⇒ |𝑒1
(𝑛)
− 2| < 𝜀) 

を示せばよい。 

[1] 0 < 𝑛 < 1のとき， 

(補題 1-2)より1 ≤ 𝑒1
(𝑛) < 2であるから， 

|𝑒1
(𝑛)
− 2| < 𝜀 ⇔ 𝑒1

(𝑛)
> 2 − 𝜀 

である。また，𝑓𝑛(𝑥)について， 

𝑓𝑛(2) = 1かつ𝑓𝑛 (𝑒1
(𝑛)
) = 0かつ方程式

𝑓𝑛(𝑥) = 0はただ 1つ正の実数解をもつか

ら， 

0 = 𝑓𝑛 (𝑒1
(𝑛)
) > 𝑓𝑛(2 − 𝜀)  ⇒  𝑒1

(𝑛)
> 2 − 𝜀 

である。ゆえに， 

∀𝜀 ∃𝑁 ∈ ℕ 𝑠. 𝑡.  

∀𝑛 ∈ ℕ(𝑛 ≥ 𝑁 ⇒ 𝑓𝑛(2 − 𝜀) < 0) 

を示せばよい。 

 𝑓𝑛(2 − 𝜀) 

= (2 − 𝜀)𝑛 −∑(2 − 𝜀)𝑘
𝑛−1

𝑘=0

 

= (2 − 𝜀)𝑛 −
(2 − 𝜀)𝑛 − 1

(2 − 𝜀) − 1
 

=
(2 − 𝜀)𝑛(1 − 𝜀) − (2 − 𝜀)𝑛 + 1

1 − 𝜀
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=
1

1 − 𝜀
{1 − 𝜀(2 − 𝜀)𝑛} 

ここで0 < 𝜀 < 1より2 − 𝜀 > 1であるか

ら，∀𝜀に対して𝜀(2 − 𝜀)𝑁 > 1を満たす 

𝑁 ∈ ℕが存在する。また，𝑛が増加すると

𝜀(2 − 𝜀)𝑛も増加するから，𝜀(2 − 𝜀)𝑁 > 1を

満たす𝑁 ∈ ℕに対して， 

∀𝑛 ∈ ℕ(𝑛 ≥ 𝑁 ⇒ 𝑓𝑛(2 − 𝜀) < 0)が成り立

つ。よって，
1

1−𝜀
> 0であるから， 

∀ε ∃𝑁 ∈ ℕ 𝑠. 𝑡.  

∀𝑛 ∈ ℕ(𝑛 ≥ 𝑁 ⇒ 𝑓𝑛(2 − 𝜀) < 0) 

が成り立つ。 

したがって， 

∀ε > 0 ∃𝑁 ∈ ℕ 𝑠. 𝑡.  

∀𝑛 ∈ ℕ(𝑛 ≥ 𝑁 ⇒ |𝑒1
(𝑛) − 2| < 𝜀) 

が成り立つ。 

[2] 𝜀 ≥ 1のとき， 

(補題 1-2)より，𝑛 ≥ 2のとき，1 < 𝑒1
(𝑛)

<

2であるから， 

|𝑒1
(𝑛)
− 2| < 1 ≤ 𝜀 

よって，∀𝜀に対して，𝑁 = 2は 

∀𝜀 ∈ ℕ(𝑛 ≥ 𝑁 ⇒ |𝑒1
(𝑛)
− 2 < 𝜀|)を満たす。 

したがって， 

∀ε ∃𝑁 ∈ ℕ 𝑠. 𝑡. 

 ∀𝑛 ∈ ℕ(𝑛 ≥ 𝑁 ⇒ |𝑒1
(𝑛) − 2| < 𝜀) 

が成り立つ。 

[1], [2]より， 

∀ε > 0 ∃𝑁 ∈ ℕ 𝑠. 𝑡.  

∀𝑛 ∈ ℕ(𝑛 ≥ 𝑁 ⇒ |𝑒1
(𝑛) − 2| < 𝜀) 

が成り立つから， 

lim
𝑛→∞

( lim
𝑘→∞

𝐹𝑘+1
(𝑛)

𝐹𝑘
(𝑛)) = 2が成り立つ。🈡 

 

結論 

 𝑛ナッチ数列の隣接 2項間の比の極限は

収束し，その収束値は方程式𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1 −

𝑥𝑛−2 −⋯− 𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0の解のうち，最

も絶対値が大きい解である。また，その収

束値は𝑛について単調増加で，𝑛 → ∞で 2

に収束する。 
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