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	 日本の数学は世界のさまざまな場面で求められ
ています。今回もマレーシアにて行われている取
り組みについて紹介します。

「�志ありき　心のバトン�
微積分」

	 竹歳真一
みなさんはじめまして。
鳥取県倉吉西高等学校の竹歳真一（たけとし　し
んいち）と申します。
	 一昨年4月から今年の3月まで日本政府派遣教
師として，マレーシアのマラヤ大学において日本
の大学への留学志願者に日本の数学を指導してお
りました。今回はこのような場をいただき，現在
マレーシア（海外）での数学の指導においての所
感をお伝えできればと思っております。マレーシ
アの学生に，日本の大学での学びに必要な数学の
力を身に付けられるように，日本の高校数学の数
学ⅠAⅡBⅢCを大学入試レベルまで指導してい
ました。
	 一昨年私が指導した分野は，「三角比，三角関数，
数列，ベクトル，行列，二次曲線」です。この1
年間指導した中で，とくに三角比，三角関数の指
導の中で印象的な一部を紹介させていただきます。

１．「分数の書き方と読み方」
	 日本と海外で数学の表現や認識で大きく異なる	
のは，分数です。日本は分母から分子と意識しま
すが，マレーシア（海外）では，分子から分母です。
	 三角比の定義は同じですが，sin の値は「斜辺
分の高さ」だから斜辺が 5，高さが 4 の直角三角
形は「5 分の 4」と分数は下から読む。
	 海外では「four	over		five	フォー	オバー	ファ
イブ」や「four	fifth	フォー	フィフス」ですが，	
日本では，「5	ぶんの	4」です。日本の読み方，書	

き方の指導後，5$ の記述を 4% としてしまう学生	

もいました。

２．「SOH，CAH，TOA　ソー，カー，トア」
	 当然，sin の値の覚え方も逆です。日本では，筆
記体の「S」を書くように，斜辺から高さですが，	
海外では「SOH，CAH，TOA			ソー，カー（チャ），	
トア」です。斜辺=hypotenuse			対辺=opposite	
接辺＝adjacent	の頭文字で，SOHは Sin の値は
Opposite

Hypotenuse
 
という覚え方をしています。Sinの	

値はOpposite	over	Hypotenuse	となり，SOH
です。アメリカやイギリスのケンブリッジ式も同
様です。
「ソー，カー，トア」自然な流れです。日本語は
分数を分母から表現しますが，これも海外の学生
からすると混乱の要因のようです。

海外で求められている日本の数学
～マレーシア政府派遣留学生の指導を通して～
� Vol.2 ３．「日本では cos75º は使わない？」

	 正弦定理，余弦定理を使って，辺や角の大きさ
を求めます。海外の高校では，どんな角でも sin，	
cos，tan の値を使います。日本では，30º，45º，60º 
など各辺の比がわかっている角しか使えません。
半角，二倍角の公式から導くしかありません。関
数電卓なしで考える日本の高校数学は，絞り込み
の力が必要です。
	 昨年教えていたマラヤ大学の学生は，日本の高
校数学に窮屈さを感じていました。実用的な数学
を学んでいる海外の学生の思考は，指導していて
すごく勉強になります。

４．「三角比の拡張」
	 1コマで三角比の拡張 360º まで指導します。超	
ハイスピードの進度です。学生もよくついてきて
います。ß が 90º までの三角比は直角三角形で求
まりますが，sin120º はどうやって求めますか?
	 座標軸での定義をしたあと，日本では単位円を
使用しますが，これがまた大混乱！	sin のグラフ
を使いこなしている学生からすると，わざわざ単
位円を使うことに違和感を感じていました。sin 
カーブから対称性を考えて処理しています。

５．「単位円は必要？」
	 新入生に三角比の拡張で座標からの三角比を指
導しました。単位円の使い方も。翌日確認小テス
トを行ったが，ほとんどの生徒が単位円を使用し
てません。単位円を使用する解法に，学生は違和
感を感じています。

	 	 sinß=2!　の	ß=？　(0º≤ß≤360º)

	 ①	 sinß=2!>0 だから　ß は第Ⅰ，Ⅱ象限

	 ②		 ソーカートアの流れでopposite=1,	
hypotenuse=2 の三角形を書く

	 ③	 第Ⅰ象限の角 30º を求める
	 ④	 180º との対称性から 180-30=150
	 ⑤	 よって	ß=30º，150º
	 	 単位円は全く必要ない。
	 私が日本で教えてきた学生にも，単位円をほと
んど使用しないで，対称性を意識して指導してき
ました。全国の数学の先生方のご意見を是非お聞
きしたいです。

	 グラフの外形から判断する学習は道のり，速度，
加速度など物理の分野でもグラフの読み取りを大
切にしています。
	 sin 　++--		

プーラス，プーラス，マイナス，マイナス
	 cos 　+--+		

プーラス，マイナス，マイナス，プーラス
	 tan 　+-+-		

プーラス，マイナス，プーラス，マイナス
	 (リズムよく♪)
	 sin120º は第Ⅱ象限だから値は+で	180º との差
は 60º  

 よって，sin 120º=+sin60º= ®3
2

 cos240º は第Ⅲ象限だから値は-で 180º との
差は60º

	 よって，cos240º=-cos60º=-2!
	 ただし，ほとんどの学生が関数電卓で分数でな
く，小数で値を求めていました。
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	 分数でも正解であることの安心感を教えていま
す。講義では関数電卓は使用していません。

６．「数の値」

	 求値問題など，日本では sin60º= ®3
2  などルー	

トや分数の形で終わりにしますが，海外では，数
値 0.866 と表します。数直線上のどのあたりにそ
の値があるのか，位置的感覚はあるようです。
	 物理量の具体的感覚。球の表面積は，その球の
断面積の 4 倍である。みかんの皮を剥いたら，み
かんの大きさ（断面積）の 4 倍分の皮ができる。
実用的実感を身につけています。

７．「プレゼン能力」
	 講義をしたあと，問題演習を行っています。初
め私が説明の仕方を教えますが，学生たちにもゼ
ミ形式で解説をさせていました。非常に発表の仕
方がうまいです。なぜ，このように考えたか。こ
んなことをやったら失敗したので，次はこうして
みた。マレーシアの高校ではこのようにしたが，
日本式はこうだとか。上記にも示した内容は，学
生の発表からわかったことが多いです。いかに，
学生に自分の意見を言わせるか！教え込むだけで
なく，試行錯誤の学生の思考に，我々の指導のヒ

ントがたくさんあります。日本でも教員の知識自
慢の押しつけは苦痛でしかないと同様に，海外で
も同じようです。学生をはじめ他者の意見を聞く
勇気がある指導者を学生たちは求めています。学
生達の機動力，企画力もすばらしいものがありま
す。

	 次の英文を読んで，以下の問いに答えなさい。

『Any	point	in	a	Caresian	coordinate	system	
is	represented	by	its	x-coordinate	and	
y-coordinate	and	it	is	written	as(x，y).
For	a	point	on	the	surface	of	the	earth，…』

	 英文を読むと，たくさんわからない単語が出て
くる。単語を英和辞典で調べ，語句の意味を日本
語で理解する。時間はかかるが，少しずつ英文が
和訳でき文の内容が理解でき，問いに答えられる
ようになる。レベルが上がれば，英文も社会問題
や哲学的な内容になり，その分野の基本知識がな
いと，理解さえできない。

	『北を向いて立っている。右を向いたら方角は
どこ？　（正解）東である。』

	 右左，東西南北の方角関係がわからないと答え
はでてこない。問題文に東はどこにもでてこない。

	 海外での数学指導において，このような場面が
よくあります。

	 マレーシアの学生が日本語の単語を理解し，文
章として文脈を理解し解読してゆく。それもわず
か，1年半の短期間で。日本人が英語を学び，英

文の数学の問題が解けるだろうか？大学時代のゼ
ミで英文を読み解読し，理解していった自分と比
較すると，今指導している学生は驚異的なスピー
ドで日本語や日本の学問を理解しています。
	 日本では，常識的に使っている数学の用語も実
は，生徒に理解されないまま使用していたのでは
ないか？と，今までの自分の指導法を再確認でき
る機会をいま与えていただいています。
	 小学校，中学校では海外の日本人学校で指導で
きる機会がありますが，高校教師が海外で指導で
きる機会はほとんどありません。ましてや，現地
の学生に直接教えることはなかなか経験できない
ことです。
	 みなさん，ぜひマレーシア　マラヤ大学で，現
地の学生に日本の数学を指導してみませんか？今
までの自分の指導方法の再確認と新しい指導方法
が発見できるとおもいます。
	 生徒の学習方法が悪いのではなく，自分の教え
方が良いか悪いかはっきり見えてきます。
	 日本の大学に留学していった学生の今後の活躍
を楽しみしています。
「マレーシア・ボレ！！」

竹歳 真一　たけとし	しんいち

鳥取県東伯郡北栄町生まれ。
1999年文部省米国（デンバー）派遣教員。
2008年～2013年鳥取県エキスパート教員。
高大接続研究会，進路講演会，難関大学志願者合宿など全国
でパネリスト，講師をつとめる。英語や国語や体育など他教	
科の授業参観から得られるものが多く，他教科参観も好む。
有名進学校の名物先生だけでなく，部活指導において全国で
活躍されている方の指導方法や企業で活躍されている方から
組織力も学んでいる。
主体的学習者の育成，活力のある学校作りを目指し，大きな
声でのあいさつを心がけている。
鳥取県立倉吉東高校，鳥取県立倉吉総合産業高校などを経て，
2013年度より日本政府派遣教師として，マレーシア大学予
備教育学部日本留学特別コースに勤務。担当教科は数学。
現在は，鳥取県立倉吉西高等学校勤務。

マレーシアの教育環境と
学生たちの様子について
	 行村康則
	 2013年4月よりマレ	
ーシア政府派遣学部留学
生予備教育センター日本
人教師団の一員としてマ
ラヤ大学予備教育科で数
学を担当していました行
村康則（ゆくむらやすの
り）です。一昨年の4月
までは山口県熊毛南高等学校で教諭として勤務を
していました。前回の特集で沢畑，成田がマレー
シアでの様子を詳しく書かせていただきました。
その続きとしてマレーシアの教育課程や学生たち
の様子，そして日本にはないものをお知らせして
みたいと思います。
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１．マレーシアの学ぶ姿勢
	 私たちが派遣されているここAAJ（日本へ留学
を目指すコース）は日本の大学へ入学をしたい生
徒たちが応募をして入学してきます。しかし，日
本語や高校卒業程度の学習内容を1年間で終了す
るのは不可能のため2年間のカリキュラムで行い
ます。1年生は5月中旬から下旬にかけて入学を
してきます。このとき生徒たちはほぼまったく日
本語はわかりません。しかし，朝から晩までの日
本語集中授業により，10月に我々教科が授業を
する頃には日本語の半分以上は理解できるレベル
までできるようになります。まだまだ不十分な部
分がありますが，日本語で授業をすすめることが
できます。

	 授業では，テキストの文書や問題文を一緒に声
に出して読んでいます。読めない漢字や意味が分
からないところは，英語をできるだけ使わずに話	
すことで日本語と数学の意味を合わせて知ること	
ができてきます。1年生には1年間かけて高校数学
の1，2年生の内容を行っていきます。教科書や問
題集からおこした，授業で扱いやすい独自のテキ
ストを使っています。2週間に1回のペースで単
元テストを行い学習の定着を図っています。70
点未満の学生は追試を行い，弱い単元ではほぼ全
員になるときもありますが，追試に向けても全力
で取り組んでいます。

	 数学のみならず，ほかの教科も同様に行なって
います。生徒の授業は1日9時間（50分*9）授業
です。朝8時から夕方18時までです。しかもその
9時間分の宿題が各教科から出題されますのでか
なりの量になりますが，マレーシアの生徒たちは
宿題をほぼ必ずやってきて提出をします。また，
宿題を持ってくるのを忘れたり，やらなかった時
にはこの世の終わりのような表情で謝ってきます。
このような生徒たちですので，日本語の上達も早
く，学習内容も確実に定着していくのを感じます。

２．プレゼン能力の高さ
　2年生になるとさらに学習内容は深くなってい
き初めて学習をする三角関数の微分積分などの数
学Ⅲの内容をしていきます。その学習内容もわず
か3か月で終わり，そこからEJU試験（日本へ留
学するための共通試験）に向けて実践演習問題を
大量にこなしていきます。日本語と数学，(物理
や化学もですが）を一から学習をしてたった1年
と少しです。実践演習問題を宿題で生徒にあてて
おいて，授業で一人一人が問題の解法を説明する
ということをしてきました。当然日本語です。最
初から数学の記号の読み方を一緒に丁寧に教えて
いっただけあり，問題の中で出てくる数式の読み
方なども不自由なく言うことができました。

	 わかりやすい日本語で自分がどのように解いて
いったかを，周りの生徒たちに教えます。プレゼ
ンテーション能力はとても高く，表情豊かに様々
な解法や解き方で伝えることができました。また	
そのプレゼンを聞いている生徒たちも，わかるた
めにはどうすればいいかを一生懸命考え，同じ方
向に向かっていることで，質の高い質問をします。	
前に立ち，発表することは素晴らしいことであり，	
あこがれる部分であるという考えが根底にあり，
日本の多くの学生たちとは違う部分だと感じまし
た。全員が同じことが一般的とされている日本と
は異なり，このマレーシアでは人種をはじめ言葉
の違いがあり，全員違うことが当たり前とされて
います。そのためなのか，人とは違う部分で，自
分の能力を生かせることをアピールする場面を自
身で創り出すことに長けていると感じています。
多民族国家であるマレーシアでは，高校の過程の
中の第2外国語としてアラビア語・マンダリン(中
国語)・フランス語・そして日本語を高校で学び
ます。

	 書くことや文法に重点を置かず会話を大事にし

ているようです。マレーシアではマレー語が母国
語ですが，人種が混在しているためマレー語だけ
では生活するのは困難になります。そのため，自
己主張をするためにいかにコミュニケーションを
とれるかが自然のうちに身についてきているのだ
と感じました。

３．全国で活躍されている先生方へ
	 学生のころから，海外での生活にあこがれがあ
り，今回の政府派遣に迷うことなく申し込みまし
た。今回の派遣で，視野が広がり世界の中の一つ
として日本を見ることができるようになりました。
また，こちらの企業等で活躍している日本人の多
くが英語を利用していろんな人脈や知識を使い仕
事を創り出していることにも感心しました。私も
帰国した際には，英語の重要性や，世界には積極
的にコミュニケーションをとり自分の能力を生か	
そうとしている若者が多くいることを，日本の生	
徒たちに伝えることができればと考えています。
5月か6月に文科省から各県へ募集があります。夢	
と希望を熱く持ったマレーシアの学生たちに日本
の大学で多くのことを学んでもらうための一役を
かってみませんか？
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理数科課題研究「三角関数の加法定理を利
用してピタゴラス数を求める」～中間報告～
山口県立岩国高等学校　西元 教善

１．はじめに
 2014 年 8 月掲載の授業実践記録「生徒が興味・
関心を抱く数学について～理数科課題研究テーマ
選定より～」の結語で「研究テーマ決定後の研究
のようす」，「研究の成果と発表」について報告し
たいと結んだ。同年 10 月現在，生徒は研究科目
（数学，物理，化学，生物の中から 1 つ）と研究テー
マを決めてグループで研究を進めている。本稿で
は，生徒がどのようなテーマを選び，どのような
研究をしているかについて紹介をしたい。

 6 月に行った「課題研究（数学）～研究テーマを
考える～」では 54 個の研究テーマを紹介し，興
味・関心のあるテーマについて，アンケートを行っ
た結果，圧倒的に支持されたのが「偏差値が 100
以上，0 以下になるのはどんな時か」，次いで「星
形正 n 角形の面積について」であった。数学を研
究したい生徒が何名いるか（36 人中），彼ら彼女
らが一体何を研究テーマにするのか，指導者とし
ても興味・関心が強くあった。
 結局，8 名の希望者（男子 7 名，女子 1 名）が
あり，課題研究の開始となった。研究初日（7 月 
3 日）は，数学の担当者が 2 名であることから，研
究してみたいテーマを 2 つに絞り，A，B の 2 班
に分け，今後の研究方法等を話し合う時間とした。
均等な班構成になればよいがと思ったが，うまく
そのようになった。研究テーマは A 班（男子 4 名）
が「三角関数の加法定理を利用してピタゴラス数
を求める」，B 班（男子 3 名，女子 1 名）が「折り返
し数列の一般項」であった。

 私が担当したのは A 班である。三角関数は数学
Ⅱ，数列は数学 B の内容であり，私は数学Ⅱの授
業を，もう一人は数学 B を担当しているからとい
う理由である。

２．研究第1日
 課題研究に使える時間は限られている。年間計
画では実質的に研究時間として確保されているの 
は 50 分*12 である。他に発表準備が 50 分*8，
発表会（1 月下旬実施）が 50 分，また，事前の全
体説明や班分け，数学，物理，化学，生物の課題
研究説明会等（4 月～ 7 月）がある。

 課題研究は隔週の木曜日の 3，4 時限（50 分*2） 
を使うので，実質 6 日間しかない。このような短
期間に課題研究としてその名に値する研究が本当
にできるだろうかという不安があった。実際，昨
年度の発表会（昨年度は，前期は全員で数学を，
後期は全員で理科を研究）では黄金比，白銀比，
フィボナッチ数列，音階と数列，パラドックスと
いったありふれたテーマ，しかも同一テーマを研
究対象とする班もあるというありさまであったか
らである。今年度，数学の課題研究説明で 50 余
の研究テーマを紹介した背景には，あまりも型に
はまりきった内容は避け，かといって，大学院生
や大学の先生の指導が明白に見えるような内容も
避け，高校生らしい課題を研究対象として成果も
得たいという思いが強くあったからである。

 7 月の課題研究は，選んだ科目ごとで研究テー
マを選定し，それに伴う班分けや今後の研究計画
について話し合うということであったが，結局は
夏季休業中に各自で研究用の資料収集や情報収集
に努め，9 月 4 日から実質的な研究に入るという
ことになった。

 研究第 1 日は体育祭準備のため午前中 4 時限ま
での 45 分授業であり，また研究の方向性も各自
で十分には決まっていなかったので，それについ

行村 康則　ゆくむら	やすのり

山口県生まれ。
筑波大学第一学群自然学類数学科卒業。
山口県立徳山工業高校，下松高校，熊毛南高校を経て，
2013年4月からマレーシア政府派遣留学生予備教育教員とし
てマラヤ大学予備教育センターに勤務。
現在，広島県立祇園北高等学校勤務。
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３．研究第2日
 2 週間後の 9 月 18 日（木）3・4 限に実施した。
研究第 1 日で A 君がそれぞれの数列を隣接 3 項間
の漸化式に変形してその一般項を求めたが，私が
準備していた解答は次のようなものである。
ån+1-k∫n+1 (k はある定数) を考えると，①，②より，

  ån+1-k∫n+1 =5$ån+5#∫n-k“-5#ån+5$∫n‘ 

=“5$+5#k‘ån+“5#-5$k‘∫n 

= 3k+4
5 ån- 4k-3

5 ∫n 

= 3k+4
5 “ån- 4k-3

3k+4 ∫n‘

ここで， 4k-3
3k+4 =k を満たすように定数 k の値を

定めると，4k-3=3k2+4k より k2=-1
よって，k=±i である。
k=i のとき

  an+1-∫n+1i= 4+3i
5 (ån-∫ni)

であるから，数列 {ån-∫ni} は初項が

å1-∫1i=5#-5$i= 3-4i
5

 
で，公比が 4+3i

5
 
の

等比数列であるから，

  ån-∫ni= 3-4i
5 “ 4+3i

5 ‘
n-1

……③　

である。
k=-i のとき，同様にすれば，

  ån+∫ni= 3+4i
5 “ 4-3i

5 ‘
n-1

……④　

これは ån，∫n∈R であることから，

  ån-∫ni= 3-4i
5 “ 4+3i

5 ‘
n-1

よって，ån+∫ni= 3+4i
5 “ 4-3i

5 ‘
n-1

 

であるとしても求められる。
③+④より，

  2ån= 3-4i
5 “ 4+3i

5 ‘
n-1

+ 3+4i
5 “ 4-3i

5 ‘
n-1

よって，

  ån=2!” 3-4i
5 “ 4+3i

5 ‘
n-1

+ 3+4i
5 “ 4-3i

5 ‘
n-1

’

 ……⑤

また，④，⑤より，

  ∫ni = 3+4i
5 “ 4-3i

5 ‘
n-1 

 
-2!” 3-4i

5 “ 4+3i
5 ‘

n-1
+ 3+4i

5 “ 4-3i
5 ‘

n-1
’ 

=2!” 3+4i
5 “ 4-3i

5 ‘
n-1

- 3-4i
5 “ 4+3i

5 ‘
n-1

’

よって，

  ∫n =(-i)2!” 3+4i
5 “ 4-3i

5 ‘
n-1

- 3-4i
5 “ 4+3i

5 ‘
n-1

’ 

=2!” 4-3i
5 “ 4-3i

5 ‘
n-1

+ 4+3i
5 “ 4+3i

5 ‘
n-1

’ 

=2!”“ 4-3i
5 ‘

n
+“ 4+3i

5 ‘
n
’

また，

  ån=2!” 3-4i
5 “ 4+3i

5 ‘
n-1

+ 3+4i
5 “ 4-3i

5 ‘
n-1

’

において， 3-4i
5 = 4+3i

5 (-i)，

3+4i
5 = 4-3i

5 i であることから，

  ån= i
2 ”“ 4-3i

5 ‘
n
-“ 4+3i

5 ‘
n
’

である。したがって，

  ån= i
2 ”“ 4-3i

5 ‘
n
-“ 4+3i

5 ‘
n
’

  ∫ n=2!”“ 4-3i
5 ‘

n
+“ 4+3i

5 ‘
n
’

である。また，①2+②2 より，　

  ån+1
2+∫n+1

2 =“5$ån+5#∫n‘
2
+“-5#ån+5$∫n‘

2
 

=ån
2+∫n

2

であるから，
  ån

2+∫n
2 =ån-1

2+∫n-1
2=ån-2

2+∫n-2
2=…

 …=å1
2+∫1

2=“5#‘
2
+“5$‘

2
=1

よって，ån，∫n には ån
2+∫n

2=1(n∈N) という関
係が成り立っている。
したがって，
  i

2 ”“ 4-3i
5 ‘

n
-“ 4+3i

5 ‘
n
’

2

 + 2!”“ 4-3i
5 ‘

n
+“ 4+3i

5 ‘
n
’

2
=1

つまり，

て助言することから始めた。
 事前指導で紹介した「三角関数の加法定理を利
用してピタゴラス数を求める」をもとに，加法定
理から n(n=2，3) 倍角の公式を導くことと同様
にして，最も簡単なピタゴラス数 3，4，5 から他
のピタゴラス数を導くことを紹介した。
 2 倍角の公式を使うことで 7，24，25 というピ
タゴラス数を導くことができる。では 3 倍角の公
式を使えばどのようなピタゴラス数が得られるか，
さらには 4 倍角を考えることでどのようなピタゴ
ラス数が得られるかを考えてみようと促した。

 ピタゴラス数 3，4，5 から，32+42=52

 よって，“5#‘
2
+“5$‘

2
=1

である。そこで，

sinß=5#，cosß=5$とおき，2 倍角の公式から

sin2ß=WG„Ï，cos2ß=WGMが得られて，これより

7，24，25 がピタゴラス数として得られる。
 次に，3 倍角の公式，あるいは加法定理から 
  sin3ß=sin(2ß+ß)=sin2ßcosß+cos2ßsinß
  cos3ß=cos(2ß+ß)=cos2ßcosß-sin2ßsinß

である。sinß=5#，cosß=5$，sin2ß=WG„Ï，

cos2ß=WGMを代入して，

  sin3ß= 117
125，cos3ß=- 44

125  

を得て，これより 44，117，125 がピタゴラス数
である。

 このようにして，ピタゴラス数 |an|，|bn|，
cn (n=2，3，4) を 4 名の班員が求めた。

 次に，n=1 から n=4 まで調べて得られた結果
(|an|，|bn|，cn)=(3，4，5)，(7，24，25)，
(44，117，125)，(336，527，625) から一般項が
即座にわかるものを答えさせ (cn=5n)，そのとき
の他の 2 数を第 n 項とする数列 {an}，{bn} の一般
項がどのように表されるか（これがわかれば最も

簡単なピタゴラス数 3，4，5 からピタゴラス数が
無限に作られたことになる）について調べてみる
ことを提言した。
 具体的には，数列 {an}，{bn} の連立隣接 2 項間 
の漸化式を作り，それから一般項 an，bn を求めれ 
ばよい。

ån= an

cn
=sinnß，∫n= bn

cn
=cosnß とおくと

a1=3，b1=4，c1=5 より

  å1= a1

c1
=sinß=5#，∫1= b1

c1
=cosß=5$

である。
 すると，加法定理からの等式
  sin(n+1)ß=sinnßcosß+cosnßsinß
  cos(n+1)ß=cosnßcosß-sinnßsinß
より

  ån+1=5$ån+5#∫n 　   ……①

  ∫n+1=-5#ån+5$∫n 　……②

という実数列 {ån}，{∫n} についての連立漸化式が
得られるので，あとは，この連立漸化式を満たす
数列 {ån}，{∫n} の一般項を求めるように指示した。
 少々大変かなと思ったが，A 君がそれぞれの数
列を隣接 3 項間の漸化式に変形してその一般項を
導き解き始めた。その特性方程式は異なる 2 つの
虚数解をもつので面くらったようであるが，虚数
解でもよいと助言すると黙々と計算を続けて一般
項を出してしまった。他の生徒が唖然とする中で
研究第 1 日は終了した。

A 班「三角関数の加法定理を利用してピタゴラス数を求める」
の第 1 日のようす
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(＊＊) の形で言えば，
|(b+ai)n-(b-ai)n|

2 ，|(b+ai)n+(b-ai)n|
2 ，cn

がピタゴラス数となる。
 さらには，|in|=|i|n=1 であることから，
   |(b+ai)n±(b-ai)n|

2
 

= |in||(b+ai)n±(b-ai)n|
2  

= |in{(b+ai)n±(b-ai)n}|
2  

= |{i(b+ai)}n±{i(b-ai)}n|
2  

= |(-a+bi)n±(a+bi)n|
2  

= |(a+bi)n±(-a+bi)n|
2  

 
=

 |(a+bi)n ±(a-bi)n|
2    (n は奇数)

|(a+bi)n±(a-bi)n|
2    (n は偶数)

 (複合同順) 

 

= |(a+bi)n±(a-bi)n|
2

であり，a，b，c がピタゴラス数のとき
|(a+bi)n-(a-bi)n|

2 ，|(a+bi)n+(a-bi)n|
2 ，cn

(n は自然数) はピタゴラス数である。
 これはきれいな結果であり，本来ならばここま
で導かせてみたかったが，やめておいた。
 そこで，ピタゴラス数 3，4，5 からの自明なピ
タゴラス数 (3n，4n，5n) と三角関数の加法定理
を利用して得られた 3，4，5 からのピタゴラス数

“| i
2 {(4-3i)n-(4+3i)n}|，|2!{(4-3i)n+(4+3i)n}|，5n‘

で一致する組はあるのか，ないのであればその証
明を考えるとか，自明なピタゴラス数における最
大数以外の和 3・5n-1+4・5n-1 と加法定理から
得られたピタゴラス数の最大数以外の和

| i
2 {(4-3i)n-(4+3i)n}|+|2!{(4-3i)n+(4+3i)n}|

の大小関係について調べてみるように助言した。
 また，他にも調べてみたいことがあればやるよ
うに指示した。

前方 B 班「折り返し数列の一般項」後方 A 班

４．研究第3日
 2 週間後の 10 月 2 日（木）3・4 限に実施した。
課題研究「三角関数の加法定理とピタゴラス数」
について，これまでの研究成果と今後の研究につ
いての方向性を確認させた。次のとおりである。

❶もっとも簡単なピタゴラス数 3，4，5 と三角関 
数の加法定理から，自明ではないピタゴラス数を 
作り出す数列 {an}，{bn}，{cn} の一般項を求める。
（ここで言う「自明なピタゴラス数」とは 3n，4n，

5n(n は自然数) のことである）

❷一般のピタゴラス数に対し三角関数の加法定理
を使って自明ではないピタゴラス数を作り出す数
列の一般項を求める。

③もっとも簡単なピタゴラス数 3，4，5 から得ら 
れる自明なピタゴラス数 3・5n-1，4・5n-1，
5・5n-1(=5n) と三角関数の加法定理を使って求
められたピタゴラス数 an，bn，cn (=5n) は一致す
ることがあるのかについて調べる。

④もっとも簡単なピタゴラス数 3，4，5 から得ら
れる自明なピタゴラス数 3・5n-1，4・5n-1，
5・5n-1 と三角関数の加法定理を使って求められ
たピタゴラス数 an，bn，cn について
3・5n-1+4・5n-1 ((3・5n-1)2+(4・5n-1)2=(5n)2)
と an+bn (an

2+bn
2=cn

2=(5n)2) の大小について調
べる。

  i
2 {(4-3i)n-(4+3i)n}

2

 + 2!{(4-3i)n+(4+3i)n}
2
=(5n)2

である。ここで，

  An= i
2 {(4-3i)n-(4+3i)n}

  Bn=2!{(4-3i)n+(4+3i)n}

とおき，An，Bn が整数であることを示す。
二項定理より

  (4+3i)n=      nCr4n-k(3i)k=N+Mi
 (N，M は整数)
と表せるので，
  (4-3i)n=(4+3i)n=N-Mi
よって，

  An = i
2 {(4-3i)n-(4+3i)n} 

= i
2 {(N-Mi)-(N+Mi)} 

= i
2 ・(-2Mi)=M

  Bn =2!{(4-3i)n+(4+3i)n} 

=2!{(N-Mi)+(N+Mi)} 

=2!・2N=N

したがって，An，Bn は (0 以外の) 整数である。
すると，|An|，|Bn| は自然数であり，
  |An|2+|Bn|2=5n

を満たす。
ここで，改めて an=|An|，bn=|Bn| とおくと，
an，bn∈N で，an

2+bn
2=(5n)2 を満たす。

 さて，A 君は課題研究の時間以外でも個人的に
研究を進めていて，n を自然数として

  | i
2 {(4-3i)n-(4+3i)n}|，

  |2!{(4-3i)n+(4+3i)n}|，5n …(＊)

がピタゴラス数であることを得ていた。なお，こ
こで |　| 記号はその中にある数が（確認したよ

§
n

k=0

うに）整数であるから，実数の絶対値であるが，
虚数単位 i が見受けられるので複素数の絶対値と 
しても問題はない。よって，

  | i
2 {(4-3i)n-(4+3i)n }|

 =| i
2 ||(4-3i)n-(4+3)n| 

 =2!|(4-3i)n-(4+3i)n|

であり，結局

  |(4+3i)n-(4-3i)n|
2 ，

  |(4+3i)n+(4-3i)n|
2 ，5n …(＊＊)

と表せて，この方がすっきりしている。
 しかし，今年度の本校理数科 2 年次生は 9 月か
ら数学Ⅲの教科書に入り，数学Ⅱ（理数数学Ⅱ）
の授業で「平面上の曲線」，「複素数平面」を飛ば
して「関数と極限」「微分」…と進むことになり，「複
素数平面」は数学Ｂが終了した時点で数学Ｂの授
業で扱うこととしたためこのような変形までは要
求しなかった。
 したがって (＊) がピタゴラス数 3，4，5 に三角
関数の加法定理を用いて得られたピタゴラス数と
いうことになる。

 次に，3，4，5 の次に簡単であるピタゴラス数
5，12，13 についても同様にして

  | i
2 {(12-5i)n-(12+5i)n}|，

  |2!{(12-5i)n+(12+5i)n}|，13n

がピタゴラス数であることを求めさせ，さらに一
般に a，b，c がピタゴラス数のとき三角関数の加
法定理を用いて同様のことをやってみるように指
示したところ，A 君がすでに研究して結果を得て
いると言ったので，驚くと同時に A 君に班員へ説
明するように指示した。

 結果を注意深く見れば，a，b，c がピタゴラス
数のとき (＊) の形で言えば，

| i
2 {(b-ai)n-(b+ai)n}|，|2!{(b-ai)n+(b+ai)n}|，cn
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数であるといえる。
 しかし，これでは「三角関数の加法定理」を使っ
てピタゴラス数を研究するというスタンスに反す

るので，tan ß
2 =t のとき，

  cosß= 1-t2

1+t2，sinß= 2t
1+t2

 

であることを 2 倍角の公式（これは元をただせば
加法定理による）を使って導くように言うと， 即
座に次のように簡単に片づけた。

  cosß=cos“2・ ß
2 ‘=2cos2 ß

2 -1 　……①

  sinß=sin“2・ ß
2 ‘=2sin ß

2 cos ß
2 　……②

また，三角関数の相互関係より

tan ß
2 =

sin ß
2

cos ß
2

 であるから，

  sin ß
2 =tan ß

2 cos ß
2 　……③

また，三角関数の相互関係より　　　　　　　　

1+tan2 ß
2 = 1

cos2 ß
2

 であるから，

  cos2 ß
2 = 1

1+tan2 ß
2

　……④

①に④を代入して，

  cosß =cos“2・ ß
2 ‘=2・ 1

1+tan2 ß
2

-1 
 

 
=

2-“1+tan2 ß
2 ‘

1+tan2 ß
2

=
1-tan2 ß

2

1+tan2 ß
2

②に③を代入して，

  sinß =sin“2・ ß
2 ‘ 

=2tan ß
2 cos ß

2 cos ß
2

 

=2tan ß
2 cos2 ß

2 　……⑤

⑤に④を代入して，

  sinß =2tan ß
2 cos2 ß

2  

 

=2tan ß
2 ・ 1

1+tan2 ß
2

=
2tan ß

2

1+tan2 ß
2

したがって，

  cosß=
1-tan2 ß

2

1+tan2 ß
2

，sinß=
2tan ß

2

1+tan2 ß
2

である。ここで，t=tan ß
2

 
とおくと，

  cosß= 1-t2

1+t2 ，sinß= 2t
1+t2  

である。

 ここで，3 つの自然数 a，b，c が，a2+b2=c2， 
a，b，c の最大公約数が 1 であるとき，これを原
始ピタゴラス数と呼ぶことを教え，原始ピタゴラ
ス数をすべてもれなく表せる式を見つけることを 
課した。m，n が奇数のとき，m2，n2 も奇数であ 
ることから，m2-n2，m2+n2 は偶数であり，2mn
も偶数であることから，このとき m2-n2，2mn， 
m2+n2 の最大公約数は 2 以上になり，原始ピタゴ
ラス数ではない。

 そこで，m2-n2

2 ，mn，m2+n2

2
 
を考え，これ 

らが原始ピタゴラス数をすべて表すことを考えさ 
せた。つまり，任意の原始ピタゴラス数 a，b，c 
(c が最大) が，互いに素で m>n，m，n は奇数で
ある自然数 m，n を用いて，

  a= m2-n2

2 ，b=mn，c= m2+n2

2
 

と表せることを考えさせたわけである。

 その証明の方向性は，奇数，偶数という基準で
考えることであり，その基準で a，b，c にはどの
ような関係があるかを調べさせた。その際には合
同式を使ってみるように指示した。

⑤ 2 つの平方数の和として 2 通り以上の表し方が
ある平方数について調べる。

⑥原始ピタゴラス数 3，4，5 や 5，12，13 などの
原始ピタゴラス数を作り出す数列 {an}，{bn}，{cn}
の一般項を三角関数の加法定理を使って求める。
（「原始ピタゴラス数」とは最大公約数が 1 である
ピタゴラス数のことを指す。）

⑦ ⑥で求めたピタゴラス数 an，bn，cn と三角関数
の加法定理から作り出すピタゴラス数には⑥で求
めたピタゴラス数 an，bn，cn が作り出すピタゴラ
ス数以外のピタゴラス数があるのかについて調べ
る。⑥で求めたピタゴラス数 an，bn，cn はすべて
の原始ピタゴラス数を表しているのかを調べる。

9 月 18 日（木）現在の進捗状況 : ❶と❷は完了。
これからは，③④⑤を省略して⑥⑦をするのか？
新しいことに着目して研究するのか？

 さて，③については A 君が自主的に研究を進
めていたので A 君の成果を班員が聞くことにし
た。

A君の話の概要
 もっとも簡単な原始ピタゴラス数 3，4，5 から
得られる自明なピタゴラス数である 3・5n-1，
4・5n-1，5・5n-1(=5n) と三角関数の加法定理を 
使って求められたピタゴラス数 an，bn，cn (=5n)
は n≥2 のとき一致することがあるのかについて
調べてみた。
 いくつか調べてみると一致しない。そこで一致
しないことを確認しようと決めた。その方針は 5
で割ったときの余りに着目するということである。
n≥2 のとき自明なピタゴラス数はすべて 5 で割る
と余りが 0 である。an，bn，cn (=5n) については
5 で割ったときの余りがあり（割り切れず），そ
れは周期性をもち，ループ状態になるので自明な
ピタゴラス数 3・5n-1，4・5n-1，5・5n-1(=5n) に

一致することはない。
 さらに，原始ピタゴラス数 5，12，13 から得ら 
れる自明なピタゴラス数 5・13n-1，12・13n-1，
13・13n-1(=13n) と三角関数の加法定理を使って
求められたピタゴラス数 an，bn，cn (=13n) につい
ても 13 で割ったときの余りに着目して同様の議
論で一致することがないことを確認した。
 しかし，一般に a，b，c が原始ピタゴラス数の
ときについては証明できていない。

 ここまでの話から指導者が計画したように事が
運んでいることにほくそ笑みながら，すべてのピ
タゴラス数を作り出す式を考えるように助言した。
 実は，数日前の数学Ⅲの授業（平面上の曲線 :

媒介変数表示）で，tan ß
2 =t のとき，

  cosß= 1-t2

1+t2，sinß= 2t
1+t2

 

であることを指導しており，そこで t= n
m

 

(m，n は互いに素で，m>n) とすることで「ピタ
ゴラス数を表す m，n の式」を求めるように助言
した。
 本来，これは数学Ⅱの三角関数でできることで
あるが，「定点を通る直線による円の媒介変数表
示」として扱ってある。これを説明しながら，こ
れは ｢課題研究で使える｣ と思った。また，授業
で学習したことが即，活かせることは生徒にとっ
ても印象的なことであろう。（クラスで共有した
い）

 さて，三角関数の基本性質 cos2ß+sin2ß=1 か 

ら “ 1-t2

1+t2 ‘
2
+“ 2t

1+t2 ‘
2
=1 つまり

  

 
1-“ n

m ‘
2

1+“ n
m ‘

2
 

2

+  
2・ n

m
 

1+“ n
m ‘

2
 

2

=1

である。これを整理して
  (m2-n2)2+(2mn)2=(m2+n2)2

を得るから，m2-n2，2mn，m2+n2 がピタゴラス
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②原始ピタゴラス a，b，c から作られるピタゴラ
ス数 |Re(a+bi)n|，|Im(a+bi)n|，cn は①にはな
い原始ピタゴラス数を作ることがあるのか。
③原始ピタゴラス数をすべて求められる式はある 
のか。
①，③の解答は，ともに奇数で，互いに素で，
m>n である自然数 m，n を用いて，

  m2-n2

2 ，mn，m2+n2

2  

で原始ピタゴラス数になり，しかもすべての原始
ピタゴラス数を表すことができる。
②の解答は，このことから原始ピタゴラス数 a，b，
c から作られるピタゴラス数 |Re(a+bi)n|，
|Im(a+bi)n|，cn は①にはない原始ピタゴラス
数を作ることはないということである。

 次の研究として，プログラムを組んで原始ピタ
ゴラス数や 1 組のピタゴラス数 a，b，c から作ら
れるピタゴラス数 |Re(a+bi)n|，|Im(a+bi)n|， 
cn を打ち出してみたらどうかという提案をしたと 
ころ，A 君から B 君が得意であると聞き，B 君を
中心にしてやってもらうことにした。

５．まとめ
 課題研究の実質日数（6 日間）の半分を使って
ここまでの結果を得ている。まだ，十分に理解し
きれていない班員もいるので，理解している生徒
に説明させたい。説明をすれば説明をする方もよ
り理解が深まるからである。
 発表は全員で行うが，パワーポイントや数式ソ
フトを使って作成し，時間内（昨年度は 7 分間）
に収まるようなプレゼンテーションを行わなけれ
ばならない。
 生徒は情報の授業でパワーポイントを使うこと
に習熟しているようで，昨年度の発表会ではほぼ
時間どおりにうまく作成されたプレゼンテーショ
ンを行っていた。研究内容はもちろんのことプレ
ゼンテーションにも十全な準備をさせたい。機会
があれば，発表会のようすを報告したいと思う。

① a∞0(mod2)，b∞0(mod2) ›⁄ a2+b2∞0(mod2)
② a∞0(mod2)，b∞1(mod2) ›⁄ a2+b2∞1(mod2)
③ a∞1(mod2)，b∞0(mod2) ›⁄ a2+b2∞1(mod2)
④ a∞1(mod2)，b∞1(mod2) ›⁄ a2+b2∞0(mod2)
であるが，a2+b2 においては mod4 で考えるよう
に指示した。すると，次のことを得る。
① a∞0(mod2)，b∞0(mod2) ›⁄ a2+b2∞0(mod4)
② a∞0(mod2)，b∞1(mod2) ›⁄ a2+b2∞1(mod4)
③ a∞1(mod2)，b∞0(mod2) ›⁄ a2+b2∞1(mod4)
④ a∞1(mod2)，b∞1(mod2) ›⁄ a2+b2∞2(mod4)

 また，c2∞0，1(mod4) であることから④の場合 
はないこと，①のときは c2∞0(mod4) となり
c∞0(mod2) であるから a，b，c はすべて偶数と
なり，最大公約数が 1 であることに反し，①の場
合もないことがわかる。
 すると，②と③の場合が残るが，このとき
c2=a2+b2∞1(mod4) であるから，c は奇数であ
る。②のとき，b2∞1(mod2) であるから b2 は奇
数であり，b2=c2-a2=(c+a)(c-a) より c±a は
奇数である。したがって，c+a，c-a が共通素
因数 p をもつとすると，p は奇素数である。
 このとき，c+a=pq，c-a=pr(q>r) と表せ

るから，a=p・ q-r
2 ，c=p・ q+r

2
 
である。

 また，2a=p(q-r)，2c=p(q+r) であり，p と 
2 は互いに素であるから，q±r は 2 の倍数である。 
これより，a と c は p を共通素因数としてもつ。
 このとき

  b2=c2-a2=(c+a)(c-a)=p2 q+r
2 ・q-r

2
であるから，b は p を素因数としてもつ。すると，
a，b，c は p を素因数としてもつことになり，最
大公約数は p(≥3) 以上となって，最大公約数が 1 
であることに反する。よって，c+a，c-a は共
通の奇素数素因数はもたない。これより，c+a，
c-a をそれぞれ素因数分解すると
  c+a=pe1

1 pe2
2…p  

(pi(i=1，2，…k) は奇素数，ei(i=1，2，…，k) は自然数)
  c-a=q  q  …q  

k
ek

1
f1

2
f2

l
fl

(qj(j=1，2，…，l) は奇素数，fj( j=1，2，…，l) は自然数)
pi≠qj(i=1，2，…，k;j=1，2，…，l) と表せる。
 すると，b2=c2-a2=(c+a)(c-a) より，
b2=p  p  …p  q  q  …q  となるが，素因数分解の
一意性から，
  b=p  p  …p  q  q  …q  ，
ei=2ei'，fj=2fj '(i=1，2，…，k;j=1，2，…l)
である。したがって
  c+a=p   p   …p   =(p  p  …p  )2

  c-a=q   q   …q   =(q  q   …q  )2

である。ここで，
  m=p  p  …p  ，n=q  q  …q  
とおくと，pi(i=1，2，…，k)，qj(j=1，2，…，l)
は奇素数であるから，m，n はともに奇数であっ
て，c+a=m2，c-a=n2 である。

よって，a= m2-n2

2 ，c= m2+n2

2
 

である。
また，
  b2=c2-a2=(c+a)(c-a)=m2n2=(mn)2

であり，b，m，n は自然数であるから，b=mn で
ある。つまり，

  a= m2-n2

2 ，b=mn，c= m2+n2

2
である。
 ③の場合は，②の場合における a を b に置き換
えて議論すればよいので，同様にして

  a=mn，b= m2-n2

2 ，c= m2+n2

2
 (ただし，m，n は奇数で互いに素で m>n)

 これより，すべての原始ピタゴラス数は，とも
に奇数，互いに素，m>n である自然数 m，n を

用いて m2-n2

2 ，mn，m2+n2

2
 
と表せる。

 さすがにこのようなことがすらすらとは出来か
ねるので助言をしながら到達した。

 これから，
①元となる原始ピタゴラス数 a，b，c はどのよ
うにすれば求められるのか。

1
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2
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k
ek

1
f1

2
f2

l
fl

1
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だけ回転したとき，点 P(x，y) に移るとすると，
   x+yi =(X+Yi){cos(- δ)+isin(- δ)} 

=(Xcos δ+Ysin δ)+(-Xsin δ+Ycos δ)i
  よって， x=Xcos δ+Ysin δ， 

y=-Xsin δ+Ycos δ 
 を得る。
  この x，y を②に代入して整理すると，
   (1+13 sin δcos δ)X 2-13 cos2 δXY 
 +(1-13 sin δcos δ)Y 2=1
   ここで，XY の係数-13 cos2 δ=0 とすると， 

   δ= π
4

   このとき，
    (2+13 )X 2+(2-13 )Y 2=2 (楕円)……③
となる。

  ここで， δ= π
4 より，

   x=Xcos δ+Ysin δ= 1
12 (X+Y)

   y=-Xsin δ+Ycos δ= 1
12 (-X+Y）

  そして，1≤x≤2，1≤y≤2 であるから，
   12 ≤X+Y≤212 ，12 ≤-X+Y≤212
   以上から，求める軌跡は，座標軸を原点のま

わりに - π
4

 
回転したとき，

   楕円 (2+13 )x2+(2-13 )y2=2
  の一部 (12 ≤x+y≤212 ，12 ≤-x+y≤212 ) 
である。

２．複素数平面の特性を生かした垂心の軌跡の解析
 三角形の垂心の軌跡を求める次の問題の解答を，
幾何と複素数平面の双方で行いますので，複素数
平面の有用性を知っていただきたいと思います。

【問題２】

 円 O に内接する£ABC“ただし，¡A ≠ π
2 ‘ 

について，辺 BC を固定し，頂点 A を円 O の
周上を動かすとき，£ABC の垂心 H の軌跡
を求めよ。

   z =∫+(å-∫)”cos“- π
3 ‘+isin“- π

3 ‘’ 

=2cosß+(2isinß-2cosß)“2!- 13
2 i‘ 

=cosß+13 sinß+i(sinß+13 cosß)
   点 C を示す複素数 z は z=x+yi (x，y は実
数) であるから，

   x+yi=cosß+13 sinß+i(sinß+13 cosß)
 より，
   x=cosß+13 sinß，y=sinß+13 cosß……①
  ここで，
    x=cosß+13 sinß=2sin“ß+ π

6 ‘， 

y=sinß+13 cosß=2sin“ß+ π
3 ‘ 

 で，0≤ß≤ π
2

 
より，

   π
6 ≤ß+ π

6 ≤3@π， π
3 ≤ß+ π

3 ≤6%π

  よって，1≤x≤2，1≤y≤2

（2）	の解答
  ①から sinß，cosß を x，y で表すと

   sinß=2!(13 x-y)，cosß=2!(-x+13 y)

  sin2ß+cos2ß=1 に代入し，整理すると，
   x2-13 xy+y2=1……②
  (ただし，1≤x≤2，1≤y≤2) 
 を得る。
   これが頂点 C の直交座標平面上の軌跡の式で
ある。

   (②を複素数平面の式で表すには，z=x+yi，

z=x-yi から x= z+z
2 ，y= z-z

2i
 
を求め，

 x2-13 xy+y2=1 に代入すればよい)

   次に，②の 2 次曲線 x2-13 xy+y2=1 の概
形を図形の回転により考える。

   曲線②上の点 P(x，y) を原点のまわりに  δ だ
け回転して移る点を Q(X，Y) とする。

   つまり，点 Q(X，Y) を原点のまわりに - δ 

複素数平面の効果的指導
について（その２）

Focus Gold・Focus Z
編集委員

豊田	敏盟
 Toshiaki Toyoda

O

C

B

A

ß
x

y

2

（1）	x，y を ß の式で表せ。
（2）	頂点 C の軌跡を x，y の方程式で表し，そ 

 の図形を描け。

【解説と解答】
 数学Ⅱ「図形と方程式」の問題のように見受け
られますが，そのつもりで解法に取り組むと厄介
です。つまり，A(0，2sinß)，B(2cosß，0)，
AC2=BC2=4 から
  x2+(y-2sinß)2=4，(x-2cosß)2+y2=4
を導いて，媒介変数 ß を消去し，x，y の方程式
をつくることになり，同値関係を気遣いながらの
式変形は容易ではありません。
 一方，直交座標平面に複素数平面を重ね，複素
数の回転移動の考え方を生かすと解析が容易にな
ります。

（1）	の解答
   複素数平面上で頂点 A(å)，頂点 B(∫) を示す 
複素数は å=2isinß，∫=2cosß である。点 A(å)

を点 B(∫) のまわりに - π
3

 
だけ回転すると頂

点 C(z) と一致するから，

 本号では，点の回転移動における複素数の有用
性，複素数平面の特性を生かした垂心の軌跡の解
析及び「パスカルの定理」の証明に触れたいと思
います。

１．点の回転移動に関する複素数の有用性
点 z を点 z0 のまわりに ß だけ回転した点を ó と
すると，
  ó-z0=(cosß+isinß)(z-z0)

O

ß

ß

z-z0

z0

w-z0

w

z

x

y

 学習指導要領から行列が外れた現在，この複素
数の積の図形的特性は，点や座標軸の回転，2 直
線のなす角，軌跡の解析などにおいて活用の幅が
広がっています。

【問題１】
 次の図のように，1 辺の長さが 2 の正三角
形 ABC があり，頂点 A は y 軸上を，頂点 B
は x 軸上を動く。

 ¡ABO=ß “0≤ß≤ π
2 ‘，頂点 C の座標を

(x，y) として，次の問いに答えよ。
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 したがって，①から，垂心 H はこの対称点 O'
を中心に，半径 1 の円周上を動く。

O

O'

2
∫+ªM

A(å)

B(∫) C(ª)

H(z)

(             )

 このように，幾何で解析するよりもスッキリと
解答がまとまります。

 さらに，三角形の垂心に関する面白い発展問題
を紹介しましょう。

【発展問題】　円周上の 4 点のうちから 3 点を
とって作った 4 つの三角形の垂心は，同一円
周上にあることを証明せよ。

【解答】
 「単位円周上の 4 点」としても一般性を損なわ
ないので，複素数平面における単位円周上に 4 つ
の定点 A(å1)，B(å2)，C(å3)，D(å4) を定める。
 まず，å1+å2+å3+å4=z0 は定点を表す。
 次に，4 つの定点から 3 点 A(å1)，B(å2)，
C(å3) を選び，£ABC をつくると，£ABC の垂
心 H (z1) は z1=å1+å2+å3 であるから，
  z1-z0=(å1+å2+å3)-(å1+å2+å3+å4)=-å4

 D(å4) は単位円周上の点であるから，
  |z1-z0|=|-å4|=|å4|=1
 つまり，£ABC の垂心 H (z1) は定点 z0 を中心
とし，半径 1 の円周上にある。
 同様に，他の異なる 3 点を選んでつくる三角形
のどの垂心も定点 z0 を中心とする半径 1 の円周
上にある。

３．複素数平面の特性を生かした「パスカルの定理」
の証明
 次にパスカルの定理「円に内接する六角形の相
対する辺の交点は一直線上にある」を証明してみ
ましょう。この場合も，「単位円に内接する六角形」
としても一般性は失いませんから，下の問題３に
取り組みます。

【問題３】　複素数平面の単位円周上に，異な 
る 6 つの点 A(å1)，B(å2)，C(å3)，D(å4)，
E(å5)，F(å6) がこの順にある。直線 AB と DE 
の交点を P(p)，直線 BC と EF の交点を Q(q)，
直線 CD と FA の交点を R(r) とするとき，3
点 P，Q，R は一直線上にあることを証明せよ。

A(å1)

B(å2)

P(p) Q(q) R(r)

C(å3)
D(å4)

E(å5)

F(å6)

【解答の準備】
（1）異なる 3 点 P，Q，R が一直線上にあるための 

 必要十分条件は，

  arg r-p
q-p =0，π 　つまり， r-p

q-p =(実数)

 よって， r-p
q-p =“ r-p

q-p ‘= r-p
q-p

 ……①

（2）２点 A(å1)，B(å2) を通る直線の方程式は， 

 z-å1

å2-å1
= z-å1

å2-å1

 
より，

  (z － å1)(å2-å1)=(z-å1)(å2 － å1)
 点 A(å1)，B(å2) は単位円周上の点より，

 |å1|2=|å2|2=1 　よって，å1= 1
å1
，å2= 1

å2

 これらを代入して整理すると，
  (z+å1å2z-å1-å2)(å1-å2)=0
 å1-å2(≠0) で割って，
  z+å1å2z-å1-å2=0 ……②

ⅲ π
2 <A<π の場合

   4 点 A，E，H，D はこの順に同一円周上にある。

   ¡BHC=π-A で 0<π-A< π
2

 
より，垂心

H の軌跡は，ⅰの場合の頂点 A が動く図形を辺
BC に関して対称に移動した図形と同じである。

O

A

A

π-A

D
E

H

B C

  以上をまとめると，£ABC の垂心 H は，£ABC
の外接円の中心 O を辺 BC に関して対称な点 O' 
に移し，その点 O' を中心とする円 O と同径の円
周上を動く。

【複素数平面の特性を生かした解答】
 £ABC は単位円（原点を中心，半径 1 の円）に
内接するとしてこの問題を設定しても一般性は損 
なわれない。そこで，単位円周上の 3 点 A(å)，
B(∫)，C(ª) を結ぶ£ABC の垂心 H(z) の軌跡を
考えてみる。
 Focus	Gold数学Ⅲの 180 ページ・例題 73 より， 
£ABC の垂心 H(z) は z=å+∫+ª と表せる。

 この式から，å=z-(∫+ª)=z-2・∫+ª
2

 
とな 

る。また，|å|=1 であるから，

  |z-2・∫+ª
2 |=1 ……①

 ここで， ∫+ª
2

 
は辺 BC の中点 M を示し，

OB=OC より OM™BC が成り立つ。

 よって，2・∫+ª
2

 
は辺 BC に関する原点 O の

対称点 O' である。

【幾何での解答】
 頂点 B，C から対辺に降ろした垂線の足を D，E，
£ABC の垂心を H とする。

ⅰ 0<A< π
2 ，0<B，C≤ π

2 の場合

  4 点 A，E，H，D はこの順に同一円周上にある。
   ¡BHC=π-A (一定) より，垂心 H の軌跡は，
弦 BC に関して円 O の小弧 BC と対称な弧であ
る。

O

A

A

π-A

E

DH

B C

ⅱ  0<A< π
2

 
で，π

2 <B<π または π
2 <C<π 

の場合
   4 点 A，H，E，D はこの順に同一円周上にある。
   ¡BHC=¡BAC=A (一定) より，垂心 H の
軌跡は，¡B または ¡C が鈍角となるように頂
点 A が動く範囲の円 O の小弧を，直線 BC に関
して対称に移した弧である。ただし，点 B，C
を除く。

O
A

H

A

A

B

E

D

C
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よくある解答

  2015Cm= 2015・2014・2013・…・(2016-m)
m(m-1)(m-2)・…・1 = 2015

1 ・ 2014
2 ・2013

3 ・…・2016-m
m 　……①

 31 以下の自然数 k に対して「k と 2016-k との素因数 2 の個数は同じ」……②を示す。
 k=2ln (l は 0 以上の整数，n は奇数 ) とuniqueに表される。k≤31 より 0≤l≤4 である。
 2016-k=25・63-2ln=2l(25-l・63-n) であるが，1≤5-l≤5 より 25-l・63-n は奇数である。
 よって，2016-k は素因数 2 の個数が l となり，②が示された。
 これより，1≤m≤31 のとき，①の分母，分子それぞれの素因数 2 の個数が等しくなる。
 したがって，①を約分したときに素因数 2 は残らないので，1≤m≤31 のとき 2015Cm は奇数である。

  2015C32= 2015
1 ・ 2014

2 ・2013
3 ・…・2016-31

31 ・2016-32
32 =2015C31・2016-32

32 =62・2015C31

 であるから 2015C32 は偶数である。よって求める最小の m は 32 ……答

別解
 求める m を M とする。2015C0=1 より，M≥1

  2015CM = 2015!
M !(2015-M)! = 2015!

(M-1)!{2015-(M-1)}!・
2016-M

M
 

=2015CM-1・ 2016-M
M =2015CM-1・2016

M -2015CM-1　……③

 M の最小性により，2015CM-1 は奇数である。左辺の 2015CM が偶数であるから，右辺の

2015CM-1・2016
M ，2015CM-1 はともに奇数である。

 よって， 2016
M

 
を既約分数にすると，分母，分子ともに奇数である。(整数とは限らない)。

 ここで，2016=63・25 であるから，M=32……答

解説
 M の最小性を用いたのがポイント。ちなみに，③を用いると，2015C33，・…・，2015C63 も偶数とわかる。
 2015C64 から奇数が続くこともわかる。
 2016 の周辺の数値を探してみると，2016 は結構特殊な数値とわかる。もちろん，2048 はかなり特殊。
 そこで，同様に考えると，次のように拡張できる。証明は背理法で容易。
  Corollary

	
n を自然数，0≤k≤2n-1 とするとき，2n-1Ck は奇数である。

 最後に，必要十分性が 1999 年東大前期理系第 5 問に出題。やはり，東大は過去問をする価値がある。

岡山県立岡山朝日高等学校
教諭　山川 宏史

mを 2015以下の正の整数とする。2015Cmが偶数となる最小のmを求めよ。
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【略解】解答の準備（2）より，直線 AB の方程式は，z+å1å2z-å1-å2=0 ……②
同様に，D(å4)，E(å5) を通る直線の方程式は，z+å4å5z-å4-å5=0 ……③
 連立方程式②，③を z と z について解くと，

  z= (å1+å2)å4å5-(å4+å5)å1å2

å4å5-å1å2
，z= å1+å2-å4-å5

å1å2-å4å5

   (å1å2=å4å5 のときは②，③が一致または平行となるから不適。つまり，å1å2≠å4å5)
 これが直線 AB，DE の交点 P(p) であるから，

  p= (å1+å2)å4å5-(å4+å5)å1å2

å4å5-å1å2
，p= å1+å2-å4-å5

å1å2-å4å5

 
……④

 前記①の r-p
q-p = r-p

q-p
 
を証明するにあたって，p と p では p の方が文字数が少ないので q，r を求め，

右辺→左辺を導くことにする。q は④で å1 → å2，å2 → å3，å4 → å5，å5 → å6 と，
r は④で å1 → å3，å2 → å4，å4 → å6，å5 → å1 と置き換えればよいから，

  q= å2+å3-å5-å6

å2å3-å5å6

 
……⑤，r= å3+å4-å6-å1

å3å4-å6å1

 
……⑥

 ①の右辺の分子 r-p = å3+å4-å6-å1

å3å4-å6å1
- å1+å2-å4-å5

å1å2-å4å5
 

= (å3+å4-å6-å1)(å1å2-å4å5)-(å1+å2-å4-å5)(å3å4-å6å1)
(å3å4-å6å1)(å1å2-å4å5)  

= (å4-å1)(å1å2+å3å4+å5å6-å2å3-å4å5-å6å1)
(å3å4-å6å1)(å1å2-å4å5)

 
……⑦

 ①の右辺の分母 q-p = å2+å3-å5-å6

å2å3-å5å6
- å1+å2-å4-å5

å1å2-å4å5
 

= (å2+å3-å5-å6)(å1å2-å4å5)-(å1+å2-å4-å5)(å2å3-å5å6)
(å2å3-å5å6)(å1å2-å4å5)  

= (å2-å5)(å1å2+å3å4+å5å6-å2å3-å4å5-å6å1)
(å2å3-å5å6)(å1å2-å4å5)

 
……⑧

 ⑦，⑧より，①の右辺は

  r-p
q-p

= (å4-å1)(å1å2+å3å4+å5å6-å2å3-å4å5-å6å1)
(å3å4-å6å1)(å1å2-å4å5)

 

 
/ (å2-å5)(å1å2+å3å4+å5å6-å2å3-å4å5-å6å1)

(å2å3-å5å6)(å1å2-å4å5) = (å4-å1)(å2å3-å5å6)
(å2-å5)(å3å4-å6å1)

 
……⑨

 次に， r-p
q-p

 の共役複素数 r-p
q-p = (å4-å1)(å2å3-å5å6)

(å2-å5)(å3å4-å6å1)

 について，|åi|2=1 から，åi= 1
åi

(i=1，2，3，4，5，6) を代入して計算すると，

  r-p
q-p = (å1-å4)(å5å6-å2å3)

(å5-å2)(å6å1-å3å4) = (å4-å1)(å2å3-å5å6)
(å2-å5)(å3å4-å6å1)

 
……⑩

 よって，⑨，⑩は一致するから， r-p
q-p = r-p

q-p
が成立する。

 したがって，3 点 P(p)，Q(q)，R(r) は一直線上にあることが証明された。
 パスカルの定理の証明はメネラウスの定理と方べきの定理を使っても証明できますが，複素数平面の基
本的な性質や演算を駆使し，代数的な式変形で処理できるところが妙味といえます。
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